
Contents

Acknowledgement i

Abstract ii

1 Introduction 1
1.1 Integer Quantum Hall Effect and Edge State . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Integer Quantum Hall Effect . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 Hall Conductivity and Chern Number . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.3 Edge States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Topological Hall Effect in Spin-charge Coupled Systems . . . . . . . 5
1.2.1 Spin Berry Phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.2 Theory for the Topological Hall Effect . . . . . . . . . . . . . 6
1.2.3 Experimental Indications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3 Quantum Anomalous Hall Effect in Frustrated Spin-charge Coupled
Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.1 Quantum Anomalous Hall Effect on a Kagome Lattice . . . . 11
1.3.2 Spontaneous Scalar Chiral Order on a Triangular Lattice . . . 12
1.3.3 Magnetic Vortex in Scalar Chiral Phases . . . . . . . . . . . . 13

1.4 Purpose of This Thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5 Organization of This Thesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Model 17
2.1 Kondo Lattice Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Related Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Periodic Anderson Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.2 Hubbard Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 Method 20
3.1 Partition Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2 Kernel Polynomial Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3 Langevin Sampling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.4 Automatic Differentiation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.5 Computational Cost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

iv



Contents v

4 Results 28
4.1 Edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.1.1 Details of the Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.1.2 Langevin Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.1.3 Reconstructed States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.1.4 Penetration Depth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.5 Connected Edges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.1.6 Comparison to Non-scalar Chiral States . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Domain Walls . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2.1 Details of the Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2.2 Langevin Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2.3 Reconstructed States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.3 Vortices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.1 Details of the Simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3.2 Langevin Dynamics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.3 Reconstructed States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

5 Summary 68

A Boltzmann Distribution in the Langevin Equation 71

B Size Dependence 73


